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3a0aBHa Me

anika sa ceaKora
TAYKE KOJE EKCMJ1IOAUPAJY

NOTNABJ/bE 7
BECKOHAYHU 3BUPOBU

Y npeTxog4HOM MOrnae/by Mrpaam cmo ce ca mawmHom 1« 10 u BMaenn cmo tbeHy moh fda yuuHM
HanpegHy WKOCKY anrebpy Tako NPUPOLHOM U jeAHOCTaBHOM.

Xajoe pa y oBom nornaesmy Ty moh yBehamo go 6eckoHayHoctu! A 1o he 6UTU UCTO NPUPOAHO M
jeaHoCTaBHO.

Mohnmo noHoBo og mawmnHe 1 « x.

l1<— X

2
x! x° X X 1

. . 1
N xajae Aa y3 nomoh oBe MallMHe M3payyHamMo OBaj YydaH 3adaTak ca Aesberbem: T—. Eso Bpno

jegHocTaBHoOr nositHoma 1, unja cnmka usriena oBako:

M noaesbeH je ca 1 — x, unja cAnKa usrneaa oBako, MMa jeaHy aHTUTAYKy U jedHY TauKy.

o| e

[a nv Ha canum Koja npukasyje camo 1 Bugute 610 Koju nap aHTUTauYKe 1 Tayke? MNa, 6aw n He!
Ann, npucetuTte ce:

AKO Yy »MBOTYy nNOCTOjU HewTo wWTOo 6ucTe Xenenan, yunHute To! (U cyoumte ce ca
nocneguuama.)

MoXKemo M Y4UHUTK A3 Ce Ha CAMLM NOojaBe NapoBM Koje YMHE aHTMTa4yKa M Tayka? 3ap He 6u buno
/leno fa MMamo aHTUTauKy ca ieBe CTpaHe Te jegHe Tauke Kojy UMamo?

Ma, yunHute 10!



N pa 61 Ta KyTunja TEXHUYKKM U Aasbe BUia NpasHa, MOpamo Aa 4043aMO U jedHy aHTUTAYKy. Tako cMo
£06MnK jeaaH npumepak oHora WTo Ham Tpeba.

N moxkemo TO ga ypagumo noHOBO.
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W jow jegHOoMm.
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LLTasuwe, moxemo NnpumeTnT Aa hemo oBo pPaguTn Aoy 6eckoHavHocT!

o I l / l

ek

Bay!

Kako untamo oBaj pesyaTtar?

Ma, umamo jeaHo 1, v jeaHo x, u jeaHo x2, v jegHo x3, uta. buhe:
1T1x= T+x+x%+x3+x* 4

PesynTar je 6eckoHa4Hu 36up.

JeaHaKoCT Kojy cmo Aobuam 3anpaso je Beoma nosHaTta popmyna y marematmum. Hasmea ce gpopmysna 3a
2e0MempujcKu ped W YecTo Ce HaNasu y HanpegHUM CpearbOWKOICKUM yubeHuumma. Anm Tamo ce
dopmyna yecTo nuwe 0b6PHYTUM penociesom, U YMECTo coBa X 06MYHo ce ynoTpebsbaBa cnoBo 1.



1
1+r+r2+r3+r4+--~=1 "

Ha uyacy Ha Kome ce yuu andepeHumjaiHu U MHTErpasHM padyH, MOr1o 61 Aa ce Kaxe Aa CMO ynpaBo
. .1 . .

nspadyHanu Tejnopos pea paumoHanHe ¢yHKUmje Py To 3Byum 3actpauwyjyhe! Anm nocao Koju cmo

oppaamnn y3 nomoh Tayaka v KyTuja nokasyje Aa TO yonwTe Huje CTpalHo. YcTBapH, Yak je u 3abasHo!

EBO BaM HEKO/IMKO 3aJaTaKa, NoKyLWajTe Aa UX ypaauTe YKOJIMKO CTe PacnosioXkeHu 3a To. (U y cBakom
3a4aTKy HaBeZeHo je Koju pesynTat Tpeba fa ce gobuje!)

. N
1. Y3 nomoh Tayaka u KyTuja nokaxuTe fa je — jeaHako 1 — x + x? —x3 4+ xt — o,
X

2. W3pauyHajre —. [la nm cTe fobunm 36Mp HenapHux cTeneHa of, x?

1-x

OBaj cneaehun 3apaTak je ctBapHo cTtpasa! CaBeTyjem Bam Aa HaupTaTe mano Behe KyTuje Kaga byaete
UpTaaM CAMKY 332 NPUMEHY Tayaka U KyTuja. (Bpoj Tayaka Koje he Bam 6UTU noTpebHe npuanyHo 6p30o
pacre.)

. 1 . .
3. W3pauyHajte TTo—z 1 OTKPHjTE HyBeHu dunboHaunjes Hu3!



HEOBABE3HO: A /1 TPEBA AA BEPYJEMO BECKOHAYHUM 36UPOBUMA?

dopmyna 3a reomeTpujckmn peg rnacn osako 1+ x + x2 + x3 + x* + - = i

Jownnm cmo A0 e TaKo WTO CMO KPeHyau of noaumHoma 1 u nogenunu ra nonavHomom 1 — x.
BeckoHauyHM 36Mp cTeneHa og, X NPUPOLHO ce Nojassbyje.

GG

Anv, fa v oBa dopmyna moxke fa byae TayHa?

LLita aKo je x, peunmo, jegHako 2? OHAa je npema popmMmynn 3a reoMeTpujckm peg 1 +2+4 +8+ 16 + -

. 1 .
jeAHaKo ——, 0iHOCHO —1. To je noTnyHo 6ecmucneHo!

1—2

Ca gpyre cTpaHe, ako je x = 0,1, dopmyna 3a reomeTpujckUM pes Kaxe aa je:

1+ (0,1) +(0,1)2+(0,1)3+--=1+0,1+ 0,01 + 0,001 + ---
=1,111--,

MCTO WITO U:

To je jeaHO ueno u jegHa geseTUHaA. Y OCHOBHOj LWWKOAM Ce yuu Aa je%y aeummandom sanucy 0,111 ---
(v noTpaxkute objawrbere y nornasswy 8). [akne, jegHa AeBeTUHa je jeaHaka 1,111:--. Y osom
cnydajy dopmyna 3a reoOMeTPUjCKM pes je TauHa!

1

1+ 0D+ (0D*+ 01+ =——

LTa ce To fewaBa? Kaga moxkemo Aa BepyjeMo popmyin, a Kafla He MOXKEMO?

ANTEBPA HACINPAM APUTMETUKE

MawurHa 1 < 10 je mawwnHa Koja npuKasyje mexaHWuKy anrebpy. CBe LUTO OHa MOKa)Ke M CBe LWTO MU
3aK/bY4YMMO HA OCHOBY TOra Ta4YHO je Kaja ce paan O MeXaHUUKoj anrebpu.

. . . 1 .
Ha npumep, dopmyna 3a reomeTpujckM pef Kake fa je 1+2+4+8+-- jeAHaKo 5, Wwro je

6eCMUCNIEHO aKO ra CXBAaTUMO KAao apUTMETUMYKM UCKa3. MehyTum, y YncTo mexaHMYyKom cmucay, bes



0631pa Ha apUTMETHUKY, Y TOj TBPAHM NOCTOjU HeKa BPCTa UCTUHE. EBO Kako Moxkemo aa pasabepemo Ty
UCTUHY.

Ako je1+2+4+8+ jegHaKo é, OHOA MHOXerwem 1+2+4+8+-- cal— 2Tpeba ga ce
no6buje 1. [la nn je cTBApHO TaKo?
3anpaso jecre!
1-2)-A+24+4+8++-)=1-2)+(1-2)-24+(1-2)-44+4(1-2)-8+"
=1-24+2-4+4-84+8-16+ -
=14+0+0+0+--
=1

1
Dakne, 36Mp 1+2+4+8+-- 3aUCTa ce NOHalLa Kao E

Anv nnak, oso 6aw 1 Huje 3aa0BosbaBajyhe. *eammo aa 3Hamo Kaga je jeaHakoct 1+ x + x2 + x3 +

1
X4 + = : 3aNCTa Ta4Ha Kao apUTMeTU4YKn UCKas3.

oAarosop ANSEPEHUMIANHOT U UHTEFTPANTHOT PAYYHA (3A XPABPE)

BeckoHauyHK 36MpPOBM M3yYaBajy ce Ha YacoBMMA AndepeHLMjanHor U MHTerpanHor padyHa. Tamo herte,
Ha npumep, Hayuntn gaje 1+ x + x%2 + x3 + x* + ... = i, Kao apUTMETUYKM UCKa3, TauHa jeHaKoCT
3a Maje BpeAHOCTU X (NpeuunsHuje, 3a cBe BPeAHOCTU X Koje cy cTporo usmehy —1 mn 1.) Kao wTo cmo
UManu NpuanKe ga sBnagmmo, popmyna je TayHa 3a x = 0,1, n HMje TayHa aKko je x = 2.

3a OHe KOju cy BO/bHM Aa 3Hajy, €BO KaKo ce TO AO0Kasyje.

O6uyHo fesberbe NoIMHOMA NoKasyje aa je:

1-x2
1-x

=14+x,n

1—x3

=1+x+x%,u

1-x
1—x*

=14 x+x% +x3, utp.

1-x
(MokywajTe Aa goKaxeTe HaBeaeHe jeaHaKocTu!)

Y onwrtem cayyajy, BUAMMO 43 BaXKK:
_.n
T+x+x2 4 t=22
1-x
Kaga y oBOj jeaHakoctn nyctumo aa n 6yae cse sehe u Behe, nsrneaa fa nobujamo 6ecKoHauYHM
reomeTpujckum 36mp.



1+ x = I-x
1—
l_ 3
I+ x+x° = al
1-x
1-x*
1+x+x° +x° = 1—
I+x+x>+x° +-- = ?

n

1-x .
[akne, noctas/ba ce NuUTakbe WTa Ce Aelasa ca KOJIMYHUKOM 1% Kaga N nocraje cee Behe n sehe?

AKo TO NUTarbe MMa 0Arosop, oHaa he Taj oarosop 6uTH BpeaHocT 36upa 1 + x + x2 + x3 + -+,

1—xM

Ja nn KOAUYHUMK MmMma rpaHn4yHy Bpep,HOCT? Ma, 3aBucn on Tora ga num x™ nma rPaAHUYHY

1-x
BpeAHOCT Kaga N noctaje cee Behe u Behe uau je Hema. [lakne, 3a Koje BPegHOCTU 04, X, HEroBu
CTeneHu Npuaase HeKoj BpegHoOCTU?

3Hamo ga 3a cteneHe 6poja 0,1, Ha npumep, 1 3a cTeneHe 6poja 0,83 n 6poja —%, BaXku Aa ce

npubaukasajy Hyau 3a cse sehe un sehe BpegHocTu cteneHa. LWtasuwe, x™ nocrtaje cee 6anske u
6.uKe HY/IM KaKo n pacTe, 38 NPOM3BOJ/bHY BPEAHOCT X Koje je namehy —1um 1.

36orTora, 3a —1 < x < 1 Baxu



1+ x = -+
1-x
1_ 3
1+ x+x° = al
1-x
1—x'
l+x+x" +x° = 1
—-Xx
1-0 1

2 3 - s = —
I+x+x"+x + = -y 1—x

Y dpopmyny 3a reoMeTpmjCKM pes Kao apuTMETMUYKN MCKa3 MOXe Ce BepoBaTh MaKap 3a BpeAHOCTU
-1<x<1.

NOLWITEH NPUCTYN

[Jpyri npucTyn ucnutusarby GopMye reoMeTpUjCKOr pesa n3rnena Kao jeflaH CMeo KopaK y HenosHaTo.
MpetnoctaBumo ga 6eckoHaunn 36mp 1+ x + x2 + x3 + x* + -+ uma cmucna u ga uma speaHocT.
O3HaumMmo Ty BpeaHocT ca S. OHAa je:

S=1+x+x>+x3+x*+-
=1+x-(T+x+x>+x>+-)
=1+x-S
Opatne ce pobujagaje S = ﬁ
OBo je nowTeH npuctyn. OH AoKasyje cneaehe: Ako 6eckoHayHu 36up 1 + x + x? + ---uma epedHocm,

1
oHOa mo mopa bumu ﬁ OH yonuwTe He TBpAn HUTU onoBpraBsa Aa H6eCcKoHauHU 36Mp MmMma CMmucna un aa
Mma BpegHOCT.

MCTO BaKM 3a MPUCTYN KOjU KOPUCTU TauyKe U KyTuje, NOLITO U OH JoKasyje: Ako Bam 1 + x + x2 + -+
. 1 . .
MMa CMMC/a, OHAA je Heros 36up Py Ha Bama je ga ogsiyunte ga v 1aj GecKkoHa4HKn 36Mp MMma cMuUca.

(AvdepeHUmjanHOM 1 MHTErpasHOM padyHy ce cBuha Aa Kaxke Aa MMa, oH4a Kaga je —1 < x < 1.)



OPYITU APUTMETUYKU CUCTEMU HYAE OAPYTA 3HAYEHA

Mckaz 1+ 2+ 44+ 8+ .- = —1 6ecmucieH je y 0OMYHO] apUTMETUMLM. AKX, KO Kaxe Ja MOpamo Aa
OCTAaHEMO Yy OKBMpPMMa 0bMYHe apuTMeTuKe? [OoCToju NM HeKM HeobwuyaH HauMH da MocmaTpamo
cTBapu?

Texxumo fa nocmatpamo 6pojese pacrnopeheHe Ha 6pojeBHO] ocu Kpo3 cabupare. KpeHuTe jesaH
Kopak Ha gecHo og 0 u ctuhu hete ao 1. AKo ce caga nomepuTe 3a ABa Kopaka, Hahu heTe ce Ha mecTy
Ha KOM ce Hanasu 6poj 3. NMomepuTe ce 3aTMM 3a YETUPM KOpaKa, CTUKeTe A0 6poja 7, uta. 36up
14+ 2+ 4+ 8+ -+, ca oBakse Tauke rneamwiTa, oasewhe Hac Ay 6pojeBHe oce HECKOHAYHO AaNeKOo Ha
[LECHY CTpaHy, y ogHocy Ha 6poj 0.

1+2+4+4+ 8+ - =00,y craHgapaHoj aputmeTmum. Taj 36up Huje jeaHak —1.
Anv, xajae Aa pasmuwsbamo O bpojeBMMa Kpo3 MHoXere. MocebHo, nowTo Hac 3aHMMa 36up

14+2+4+ 8+, xajge Aa roBOPMMO O YMHMOLIMMA U cagpikaouumMa cTeneHa 6poja aBa.

E caga, Hynaje Beoma gesbms 6poj. To je Hajgemmemuju B6poj Koju nocToju. LLUTo ce TMue ABOjKM, Hyna ce
MOXe NoAeNnTun ca ABa jefHOM, Yy CTBapu ABa MyTa, y cTBapu Tpu nyTa. LUtasuwe, moxete nogenntm
HYJly Ca ABa KOJIMKO rof, NyTa Keqnte — U U fa/be HaCTaBUTU Ca Ae/beHEM.

LLITo ce TU4e ABOjKM, BPOj OCam Ce y HeKy PYKy MOHalla Kao Hy/aa: MOXeTe ra NoAeUTI ca ABOJKOM TpK
nyta. Anv, 6poj 32 jol BULIE UM Ha HYJlY: MOXeTe ra NoAenuTM ca Hynom net nyta. A 6poj 210 jow
BULLE YU Ha HYJY.

Tako je, y osom cmucay, 21%° 6poj Bpno 6ausak Hyau. Bpoj 32 je goHekne cavuaH Hyau. bpoj ocam je
Marbe cnm4vaH. bpoj jegaH yonwTe HUje cAnYaH HYAW: He MOXKe ce nogenntu 6e3 octaTka Yak HM camo
jeaHOM ABOjKOM.

Y HaBeZeHOM KOHTeKcTy, moxe i1+ 2 + 4 4+ 8 4 --- 6utn jegHako —1? Odakne:

14+2=3 =4-1
1424+4=7 =8-1

1+2+4+8=16 =16—1
1424 +2% = 2100 1

OBW KoHa4yHM 36upoBu yBehaBajy ce AOK He MocTaHy ,6poj 6aM3aK HyaM MUHYC jegan”. 36or Tora je
rPaHMYHa BpeAHOCT 6eckoHayHor 36mupa 0 — 1 = —1, ynpaBo Kao WTO cy Hawu GopmMasHN aprymeHTn 1
npeasmaenn ga he ce gecuTu.

Jakne, ako apuUTMETMKy nocmaTpamo Kpo3 MmHoxewe, 1+ 2+ 4+ 84 -+ je BennuMHa Koja Mma
CMMCAa, 1 3aMcTa MMa BpeaHOoCT —1. Y 0BOM KOHTEKCTy, dopmyna 3a reoMeTpUjcKM pes Mma cMucia v
TayHa je3a x = 2.

MNoeHTa je Aa y3 nomoh TayaKa 1 KyTuja gobujamo wta mopajy ga 6yay BpeaHOCTU MHOMMX BECKOHaUYHUX
36upoBa, AKO cy Bam TW 6ecKoHauyHu 36MpoBM cmuc/ieHW. Ha Bama je ga oanyuymte y Kom
APUTMETMYKOM KOHTEKCTY XenuTe ga ce urpate v Aa nm cy beckoHayHu 36MpPOBM Koje UCTparkyjeTe
CMUCNEHN Y TOM KOHTEKCTY. YKOIMKO jecy, Tauke un Kytuje he Bam pehu KosiMKa je BpegHOCT HUXOBUX
36uposa!



